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Inverse von Rechteck-Matrizen 
Dieser Beitrag baut auf dem letztjährigen GDM-Ku zvo   ag „Ei  ph  ik-
didak i ch   Blick auf di  Li  a   Alg b a“  Ho   2015a  auf u d will z i-
gen, dass linksseitige Inverse einer Rechteck-Matrix A = (aij) aus m Zeilen 
und n Spalten (m > n) didaktisch leicht zugänglich als Matrix 
         A
– 1
 = (a1  a2  …  an)
– 1
 (a1  a2  …  ai–1  j  ai+1  …  an) 
mit n Zeilen und m Spalten formuliert und diskutiert werden können. Dabei 
beruht dieser Zugang auf zwei wesentlichen didaktischen Setzungen: 
─ Während derzeit im schulischen und hochschulischen Bereich die In-
terpretation von Matrizen vorrangig zeilenweise erfolgt, wird hier die 
Matrix A spaltenweise gedeutet. Sie setzt sich somit aus insgesamt n 
Koeffizientenvektoren aj zusammen. 
─ Vektoren werden im Sinne der Geometrischen Algebra als Linear-
kombinationen von verallgemeinerten Pauli-Matrizen i geschrie- 
ben, wobei die Pauli-Matrix i einen Einheitsvektor in i-Richtung    
repräsentiert. Der Koeffizientenvektor aj schreibt sich somit als:         
aj = a1j 1 + a2j 2 + … + amj m 
Dieser Zugang hat sich im fachhochschulischen Bereich bewährt und kann 
sowohl mit leistungsstärkeren Studierenden (Horn 2015b) wie auch mit 
mathematikferneren Studierenden (Horn 2016a) umgesetzt werden. 
Physikdidaktisches Intermezzo 
Als Teilzeitmathematiker mit Wurzeln in der Physik folge ich bei der wei-
tern Darstellung dem babylonischen Vorgehen, das Feynman als für die 
Physik charakterisierend ansieht und folgendermaß   b  ch  ib   „Di  al-
ten Babylonier kannten keine Methode für das Aufschreiben von Formeln. 
Stattdessen machten Sie ein Beispiel nach dem anderen – das ist alles“. 
(Feynman 2006, S. 70). 
Das oben Beschriebene soll also anhand von Beispielen erklärt und erörtert 
werden – ganz so, wie ich mich auch mit den Studierenden im fachhoch-
schulischen Bereich mathematischen Sachverhalten nähere.  
Eine Klausuraufgabe zur Linearen Algebra 
I  d   Klau u  d   odul  22 „ a h ma ik u d   a i  ik“ d    B-Stu-
diengangs „  dical Co   olli g a d  a ag m   “ wu d  im  omm   e-
mester 2015 die folgende Aufgabe (Horn 2016a) gestellt: 
 Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit (ME) des Endproduktes 
E1 werden 5 ME des Rohstoffes R1 und 8 ME des Rohstoffes R2 benötigt. 
Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit des Endproduktes E2 wer-
den 2 ME des Rohstoffes R1 und 4 ME des Rohstoffes R2 benötigt.   
Berechnen Sie, welche Mengen der Endprodukte E1 und E2 hergestellt 
werden, wenn im Herstellungsprozess insgesamt genau 60 ME des Roh-
stoffes R1 und 100 ME des Rohstoffes R2 verbraucht werden. 
Die Aufgabe führt auf eine Matrizengleichung für den Gesamtrohstoffver-
brauch und den beiden Koeffizientenvektoren der quadratischen Matrix A: 
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        a1 = 5 1 + 8 2   und   a2 = 2 1 + 4 2 
Neben einer direkten Lösung mit Hilfe der äußeren Produkte der Koeffi-
zientenvektoren und des Ergebnisvektors (Horn 2015c & 2016b) ist auch 
die Lösung unter Rückgriff auf die Inverse A
–1
 möglich. Die Definitions-
gleichung für Inverse liefert die beiden Ergebnisvektoren r1 und r2: 
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        r1 = 1   und   r2 = 2 
Di  h po h  i ch  F ag  „Welche Mengen der Endprodukte E1 und E2 wer-
den hergestellt, wenn im Herstellungsprozess genau 1 ME des ersten Roh-
stoffes R1 (bzw. genau 1 ME von R2) verbraucht wird?“ um ch  ib  die fik-
tive Bedeutung der Elemente der gesuchten Inversen. Sie lassen sich mit-
tels der eingangs aufgeführten Beziehung berechnen: 
    x1 = (a1  a2)
– 1
 (1  a2) =    1      x2 = (a1  a2)
– 1
 (2  a2) = – 1/2 
    y1 = (a1  a2)
– 1
 (a1  1) = – 2      y2 = (a1  a2)
– 1
 (a1  2) =    5/4 
Die negativen Werte zeigen an, dass dieser hypothetische Rohstoffver-
brauch in der realen Wirtschaftswelt nicht realisiert wird. Mathematisch ist 
ein solches Vorgehen jedoch sinnvoll und liefert das erwartete Ergebnis: 
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Eine ausführlichere Darstellung dieses Lösungswegs findet sich auch in der 
aufgeführten Literatur. 
Modifikation der Klausuraufgabe 
Im realen Wirtschaftsleben ist es selten, dass die Anzahl notwendiger Roh-
stoffe und die Anzahl der mit ihrer Hilfe produzierten Endprodukte überein 
stimmt. Deshalb wird die diskutierte Aufgabe um einen dritten Rohstoff er- 
 gänzt, so dass eine realistischere Situation modelliert wird: 
Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit (ME) des Endproduktes 
E1 werden 5 ME des Rohstoffes R1, 8 ME des Rohstoffes R2 und 1 ME 
des Rohstoffes R3 benötigt. Zur Herstellung einer einzigen Mengenein-
heit des Endproduktes E2 werden 2 ME des Rohstoffes R1, 4 ME des 
Rohstoffes R2 und 6 ME des Rohstoffes R3 benötigt.         
Berechnen Sie, welche Mengen der Endprodukte E1 und E2 hergestellt 
werden, wenn im Herstellungsprozess insgesamt genau 60 ME des Roh-
stoffes R1, 100 ME des Rohstoffes R2 und 40 ME des Rohstoffes R3 ver-
braucht werden. 
Diese Aufgabe führt wieder auf zwei Koeffizientenvektoren, die dieses Mal 
jedoch mit Hilfe einer Rechteck-Matrix B ermittelt werden: 
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Dieses überdeterminierte Lineare Gleichungssystem aus drei Linearen 
Gleichungen mit zwei Unbekannten ist lösbar, da die beiden Koeffizien-
tenvektoren b1, b2 und der Ergebnisvektor komplanar sind. Für solche lös-
baren Linearen Gleichungssysteme macht es Sinn, analog zum vorherigen 
Abschnitt einen Lösungsweg mit Hilfe einer Inversen B
–1
 zu formulieren: 
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F  i  ach Ro a, da   g oß  L h      wa  vo   i  m  chwi dl   „a bi  of a 
co  ma “ hä      Ro a 1997,    9  wird hier verschwiegen, dass Koeffi-
zientenvektoren und Ergebnisvektoren nun nicht mehr komplanar liegen 
und deshalb tatsächlich gar keine rechtsseitige Inverse berechnet wird. Das 
Ergebnis stellt jedoch eine vorzügliche linksseitige Inverse dar. 
    x1 = (b1  b2)
– 1
 (1  b2) = 
684
1
(46 – 66 12 – 22 23 – 44 31) 
    x2 = (b1  b2)
– 1
 (2  b2) = 
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(64 + 42 12 + 14 23 + 28 31) 
    x3 = (b1  b2)
– 1
 (3  b2) = 
684
1
(– 58 – 6 12 – 2 23 – 4 31) 
b1 = 5 1 + 8 2 +    3 
b2 = 2 1 + 4 2 + 6 3 
r1 = 1 
r2 = 2  
r2 = 3 
     y1 = (b1  b2)
– 1
 (b1  1) = 
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    y2 = (b1  b2)
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 (b1  2) = 
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(– 6 – 7 12 – 35 23 – 56 31) 
    y3 = (b1  b2)
– 1
 (b1  3) = 
684
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(123 + 12 + 5 23 + 8 31) 
Damit ergibt sich als Resultat der modifizierten Aufgabenstellung: 
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Inverse von Rechteck-Matrizen lassen sich in der hier gezeigten Art zur 
Lösung konsistenter Linearer Gleichungssysteme einsetzen. Sie ermögli-
chen damit einen alternativen didaktischen Zugang zu Linearen Glei-
chungssystemen. 
Darüber hinaus ist eine wesentliche Eigenschaft der hier berechneten Inver-
sen didaktisch interessant: Die Elemente der linksseitigen Inversen B
–1
 be-
stehen nicht aus rein reellen Zahlen (Skalaren), sondern aus Linearkombi-
nationen von reellen Zahlen und Bivektoren und somit aus Multivektoren 
mit quaternionischer Struktur. Dieser Ansatz lässt sich deshalb zu einer al-
ternativen Motivation der Quaternionen einsetzen. Und er zeigt, wie qua-
ternionische Strukturen verallgemeinert werden können – einfach indem 
die Anzahl an Rohstoffen und Endprodukten sukzessive erhöht wird. 
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